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論文内容の要旨
第1章　序論
本品文では主にQ一多項式アソシエーションスキームにI別して研究する･アソシエーションス
キームとは有限可矧.yl換脚のCentrali訳r ringの紬'jたす性門を公卿ヒした糾合せ畠帥勺な対象である1
1 9 7 3年, DelsarteによりP一多項式アソシエーションスキームの双対的な概念として, Q一多項式
アソシエーションスキームの概念が達成された. DelsarteはP一多rl'i式スキーム上でコードを, Q一
多qi式スキーム上でデザインを統一的に論じており,これらの研究はいわゆるアソシエーションス
キーム上のDt,lsaJtefリ諭として知られている.
-方, 1 9 7 7年, Dclsarte, GoethalS, Seidelによって球面上の概念が導入された･これは, Q一
多項式スキーム上に対して定鼓されたデザインの球面上における規似であり,いわゆる球(tfi上の
Dcls打te理論として知られている.アソシエーションスキーム上または球面上のt-デザイン, S一
距離焦合Xに対して,崩も甚本的かつ窮重な定理として次が知られている:
Theorem 1 i ≧ 2S-2を鵬たせば, XはQ-多助式スキームの桃迫を持つ･
2 0 0 3年になってBrouwer, Godsil, Koolen, MartinによってP-多項式スキームの部分災合
にwidthが, Q一多FL式スキームのL'･ri分1Ji合にdual widthが証滋された･彼らの研究においてd-ク
ラスのQ一多項式スキームのdualwidth w., degree sを持つ部分JJi合に対して.次が知らている:
W･+S≧dが成り立つ.更に, W'+S-dを満たせば, Q一多項式スキームの構造を持つ･
これらの研究に鳩を発して, Q-多項式スキームに槻する研究を行う･
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第2卓　球面上のデザインから得られるコヒアラント配置と三重正則アソシエーション
スキーム
第2帝では,有限個の球面上のデザインがコヒアラント配置となるための十分条件について考
察する. Theorem lは一つのデザインに関する定理だが,この定理を一般化することで,ある条件
を満たす有限佃のデザインが,アソシエーションスキ-ムの-一般化である,コヒアラント配暇の構
造を持つことが示される.この定理は第3章,第4章で重要な役割を果たすことを言及しておく.
また,ここで得られた定理を用いて,対称なアソシエーションスキームが三車正則と呼ばれる強い
組合せ諭的性質をもつための十分条件を与えた.この判定条件を用いて,球面上のtight 4-, 51, 7-
デザイン,実MUBから得られるアソシエーションスキーム,またa; -0を満たすlinked systems
ofsyrrlmetric designsから得られるアソシエーションスキームが三屯正則であることが分かった.
本章の結果は, strongly regular graphに対して適用されていた手法を対称なアソシエーション
スキームに一般化をした点が新しいといえる,
第3章　あるQ一多項式スキームの正則性の特徴付け
第3帯では,実MUB, linked systems of symmetric designsから得られるアソシエーションス
キームについて考察する.まず,これらはQ一多項式スキームであることに言及しておく.第2串
で得られた結果の一つである, a; - 0を満たすlinked systems of symmetric designsから得られ
るアソシエーションスキームが三晶正則という命越の軋すなわち, lirlked systems of symmetric
dcsignsから得られるアソシエーションスキームが三郎正則であればa; -oを示した.
乗MUBとはd次元実ユークリッド空胤の正規直交基底の脹まりで,互いに異なる基底の任意の
二つの元の内桜の絶対値がりrdとなるもののことである.実MUBの正糾直交基底の個数を/と
すると, f≦ a/2+1となることが知られており,dが4の'i;まのときには等号が成立する例が構成さ
れている･実MUBに対しては, linked systems of symmetric desigllSの結果を用いて, I - d/2+ 1
をtpYiたすことと,実MUBから得られるアソシエーションスキームが四崩正則ということが同債で
あることを示した.ここで,I-a/2+1という条件はC;-2d/(_a+2)というクライン数に関する
条件と例伯であり,これは第6車に関連する.
本革では,あるQ一多項式スキームにおいて,クライン故に関する条件と組合せ論的条件の同価
性に働して述べたといえる.
第4章　Q-多項式コヒアラント配置
第1串では, Theorem lを一般化することで有限個のデザインがコヒアラント蛇田となる十分
条件を得た,第4車では,その十分条件のうち,特別な場合において得られるコヒアラント配置が
代数的に非常に特別な性質を持つことを示す.本章ではその性田をコヒアラント配関の"Q一多項
求"と定鵡していく.コヒアラント配掛こQ一多項式を定轟するためには,そのコヒアラント配刑の
隣接行列で生成されるコヒアラント代数が特別な性質を有することを仮定する(dual basisの存在
を仮定する).まず,可換アソシエーションスキームの場合と同様にして,そのような特別な基底
を撞つコヒアラント代数のパラメータ,交差数,クライン数,各フアイ/トPtiJの非-同者行札第二
固有行列の四者の間の側係式を導く.コヒアラント配置に湖している仮定から非常に自然なパラ
メータの関係式が得られることが分かる.アソシエーションスキームにおいてQ-多項式という性
田を特徴付ける,クライン軌第二固有行列,原子-'Lrt等元に関する同債条件が知られている.コヒア
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ラント紀掛こおいては湖底に関する条件を課しておくことで･クライン臥ファイバー間の第二
固有行列, dual basisに関する同値条件が,アソシエーションスキ-ムの場合と全く同様にして示
される.よって,その同値条件のうち,少なくとも一つを満たすコヒアラント配置をQ一多項式コヒ
ァラント配置と定義する. Q一多項式コヒアラント配FI'の例として,有限個のデザインから得られる
コヒアラント配閃, I-a/2+ 1を鞄たす実MUB, 2元体上のハミングスキームが挙げられる.
第5章　多項式スキームの部分集合の新しいパラメーターについて
第5車では, P一多項式スキームの部分馳合に"zero interval'-, Q一多項式スキームの部分熊合
に"dualZerO inte,va1,,という新しいパラメータを定払する.一般にd-クラスの対称なアソシエー
ションスキームの部分先合に対して,長さがd十1の非負の有限実数列inner distribution, dual
inner distributi｡nが定並される. 1973年, DelsarteはP-多項式スキームの部分敗合にminimum
distance､ Q一多項式スキームの部分鎚合にdesignを定孜した･ Delsarteはinner distribution, dual
inner distributi｡nの初めに0がどれだけ並ぶか,および初めに並ぶoの個数が十分大きいときに
はその部分触合は完全正則符号,もしくはQ-多項式スキ-ムの構造を持つことを示した･
さらに2003年にはBro､lWer等はP一多項式スキ-ムの部分娘合にwidth, Q一多項式スキームの
部分貼合にdual widthを定菰した. Brouwer等はinner distribution, dua一 inner distributionの終
わりに0がどれだけ並ぶか,および終わりに並ぶoの偶数が出も大きいときには, Delsarteの結果
と同様,その部分iR合は完全正則符号,もしくはQ一多項式スキームの桃造を持つことを示した･
本市ではinner distribution. dual inner distributionの項に(初め.終わりに関係なく)連続
して0がどれだけ並ぶか,および並ぶoの個数が十分大きいときにはその部分娘合は完全正則符
号､もしくはQ一多項式スキームの構造を持つことを示した･ Brouwer等の結果の証明方法を若干
一般化することで,その系として本結果,およびBrouwer等の結果を示すことに成功した･しかし,
Delsarteによって柑られた結果までを含む形では一般化に成功してはいない･
また, dual zero interva-の概念の球面上での類似を考えることで- spherical dualヱerO interval
という概念を定拍した.この概念は非魚柴数の組(W,t)で表わされるが,W-0のときは球面上の
デザインと一致することが直ちに分かる.ここではdual zero intervalでの手法をそのまま適用し
てT S一距離塊合, sphericaldud zero interval (叫t)に対して, i ≧ 28 - 1を満たせばQ一多項式ス
辛-ムとなる定他を削､た.しかし,この定現の仮定を満たす具体例はW -0を除いて現在のとこ
ろ知られていない.
第6章　Q一多項式スキームから得られる球面上のデザインについて
Theorem lでは,ある条件の下では球面上のデザインから得られるアソシエーションスキーム
はQ一多項式スキームであることを意味している･一般に対称なアソシエーションスキームに対し
ては,各列が相袈なる原子張等元に対して,それをグラム行列となるように球面上に忠采に実現す
ることができる.では, Q一多項式スキームをElで球面上に埋め込んだ際,どのような球面上のデ
ザインが得られるかについて考察することは非常に自然と思われる･第6時!では, Q-多項式スキー
ムをElで球面に埋め込んだとき,七一デザインとなる必斐十分条件をQ･多項式スキームのクライン
数で完全に与えた,また, PかつQ一多項式スキームを埋め込んでt-デザインが得られたとすると,
t≦8となることを示した･これはPかつQ-多項式スキームのgirthが有限の値になる,という絹
製の重複度における類似とみなせる.
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論文審査結果の要旨
群の作用を公理化したアソシエーションスキームは･1973年にデルサルトによってその双対性が確立さ
れるとともに符号理論とデザイン理論を統--的に扱う枠組みとして代数的組合せ論の重要な位置を占めて
きた｡特にQ多項式スキームの理論は組合せ論のみならず数学の他の分野とも密接な関連があるが､ P
多項式スキームに比べて組合せ論的な扱いが難しいQ多項式スキームの理論は未整備の所が多( ､今後
の研究が待たれる｡著者はQ多項式スキームとその球面への自然な埋め込みに関する研究に取り組んで
きた｡本論文は,その成果をまとめたもので､全編6車からなる｡
第1章は序論であり,本研究の背景及び目的を述べている｡
第2章では､ある種の球デザインから得られるQ多項式スキームが三重正則となることを示しているC
タイトな球デザインのみならず､実MUBなど興味深い例もこの性質を持つことが初めて明らかにされた｡
この成果が第3車以降の新たな理論の発展へのきっかけとなっている｡
第3輩では､第2章で示されたことのある種の逆の主張が示されている｡すなわち､三重正則椎や､よ
り強い､四藍正則性を持つ場合が第2車で言及された場合に限ることが示されている｡
第4車ではQ多項式スキームの概念を一般化した､ Q多項式コヒアラント配置の概念を導入し､ Q
多項式スキームにおけるデザインや,球面におけるデザインからその実例が得られることを示している0
第5帝では1973年にデルサルトによって導入された､ P多項式スキームやQ多項式スキームの部分
集合に付随したパラメータと､2003年にプラウア-らにより導入されたパラメータを統合する概念を導入
している｡零区間､双対零区間と呼ばれるものがそれで､その長さの上界を与えるとともに上界に近い場
合に得られる帰結を述べている｡
第6章ではPかつQ多項式スキームから得られる球デザインは･その強さが高々8である､という結
果が示されている｡
以上要するに本論文は, Q多項式スキームに開し､球面への埋め込みを用いて組合せ論的対象の強い
正則性を導き､新たな概念を導入することにより過去の成果を統合するという画期的な成果を含んでおり
情報基礎科学および数学の発展に寄与するところが少なくない｡
よって､本論文は､博士(情報科学)の学位論文として合格と認める｡
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